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n wit&e d’existence de (p, q)-co 
MIcw3L ENGUEHARD ET LLnrs 23~1~3 
Soient v un ensemble de nombres premiers et G un groupe fini; supposons, 
pour tout n-sous-groupe H de 6, N,(H)/C,(M) soit un cri-groupc. Selon un 
theoreme fondamental de Frobenius, lorsque v contient un se-it1 nombre premier 
p, G possbde unp-complement normal. Par contre, si m possede plus d’un eiement 
C n’admet pas nkessairement un n-cnmplhent normal; il suEit de considCrer 
par- exemple G = A, et r = {2, 31, G = Sz(8) et v = (2, I); nous ne con- 
naissons pas d’exemples ou ‘ST ne contienne pas 2. Nous considerons ici le cas 
oti 7~ contient exactement deux nombres premiers impairs. 
Sip et q sont deux nombres premiers, now dirons que “l’ordre de p modulo 4 
est pair” si I’image de p dans Z/qZ est d’ordre pair dans le groupe multiplicatif de 
/(a’&. 
Tn$o&m. Soient G un groupe jni et p, q deux mmbres premiers impairs. 
supposes que E’ordre de p mod&o q soit pair. Si, pour tout p- ou q-saps-g~o~pe A 
de G, N,(A),/C,(A) est un {p, qj-gvoupe, Gp 0ssBde un ( p, q~-~~~~~~~e~t normal. 
On remarquera que, d’apres la loi de reciprocite quadratique, si p et 4 sent 
congrus a -1 modulo 4, ou bien I’ordre de p lnodulo 4 ou bien l’ordre de 9 
module 6 est pair et ie theoreme s’applique. 
G&e a un theortme de Glaubermzan [4; Th. A.], on obtient le corollaire 
suivant, oia l(P) designc le sous-groupe de Thompson de P, engendrt par !es 
sous-groupes abehens d’ordre maximum de P. 
COROLtAIRE. Soient G un groupeJini, p et q deux nombres premiers impairs tels 
que l’ordre de p wkxh& q wit pair, P UTZ S,-grvupe et (? un S,-grvupe de 6. si h 
groupes N,(Z(J(P))) et N,(Z(J(Q))) admettent chacun un { p, q)-complement 
nvvmal, iE en est de m&ne pour G. 
La restriction imposee aux premiers p et 4 a, pour seule or&ine, l’emploi de 
criteres de non-simplicite demontres dans [g]. 
Le theoreme est dCmontrC par contradiction. Un Cventuel contre-exemple G 
d’ordre minimal est simple et les m&odes maintenant classiques d’etude locale 
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permettent de decrire des sous-groupes de controle relativement a p et a q- 
Grace au theoreme de [6, Ch. VIII] ( voir ici le Lemme 1.4), on sait alors que 
les {p, q)-sous-groupes de G ont une structure “assez simple” (Lemmes 3.2 et 
3.3). On exhibe ensuite des elements de norme 1 de I’anneau des caracteres 
gCntralisCs de G a I’aide d’isometries dont l’existence est demontree dans [7]. 
Les caracteres obtenus ont des proprittes arithmetiques relatives a p et a q qui 
conduisent a une contradiction; on s’est la inspire du paragraphe 33 du memoire 
de W. Feit et J. G. Thompson [l]. 
1. NOTATIONS ET RAPPELS 
Les notations non precisees sont standard; elles sont toutes explicitees dans [6]- 
Soient G un groupe fini et p un nombre premier impair qui divise I’ordre de G. 
On note R(G) 1 ‘anneau des caracteres complexes de G, G,, I’ensemble des 
p’-elements de G, P(G) l’ensemble des elements de R(G) nuls en dehors de G,t , 
R(G, p) l’ensemble des x E R(G) tels que x(x) =x(x,) pour tout x E G, et lG 
la fonction constante sur G de valeur 1. Si 01, /3 sont des fonctions centrales sur G 
a valeurs complexes, leur produit scalaire usuel est note (ol, & . 
Si H est un groupe fini et f un homomorphisme de H dans G, on note 
ResH,f,G (0~ R-Ha0 s’il n’y a pas d’ambigui’te surf) I’homomorphisme de R(G) 
dans R(H) defini par la restriction. Si H est un sous-groupe de G, on note 
In&,, celui de R(H) dans R(G) defini par l’induction; on note souvent N(H) 
et C(H) (au lieu de N,(H) et C,(H)) 1 e normalisateur et le centralisateur de H 
dans G. 
On note D(G) le sous-groupe derive de G etp-rang(G) (ou rang(G) si G est un 
p-groupe) le plus grand entier n tel que G possede un sous-groupe abelien p- 
tlementaire d’ordre pn. 
Notons !2l l’ensemble des p-sous-groupes non triviaux de G et a’ l’ensemble 
des elements de % qui ont une intersection non triviale avec au moins un sous- 
groupe abelien p-Clementaire de G d’ordre p3 (bien entendu, (11’ est vide si 
p-rang(G) < 2). L e contenu du lemme suivant est bien connu; a defaut de 
reference, nous en donnons une demonstration. 
LEMME 1.1. Si G/O,,(G) est d’ordre impair et O,/,(G) contient un &ment de 
CLI: - W, on a G = O,,,,, (G) et l’exposant de G/O,,,(G) divisep2 - 1. 
DLmonstration. Nous pouvons supposer que O,(G) = 1; alors, G est 
resoluble [l] et on a C(O,(G)) C O,(G) [5, Th. 6.1.31. Soit C un sous-groupe 
caracteristique de O,(G) de classe au plus 2, tel que le noyau de I’homomorphisme 
de Aut(O,(G)) dans Aut(C) induit par la restriction soit un p-groupe [5, Th. 
5.3.111; puisque p # 2, nous pouvons supposer que C est d’exposant p [S, 
Th. 5.3.10 et Lemme 5.3.91. On note V le Z/pZ-espace vectoriel C/@(C); la 
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conjugaison induit un homomorphisme J de G dans 
choix de C, Ker( f) est un p-groupe [SF Th. 5.1,4], do 
Soit A un sous-groupe d’ordrep de O,(G) appartena 
A, les sous-groupes abeliens de C sont d’ordre au plu 
sion de Y est au plus 2; dans ce cas, G,/Ker(f) est isomorphe B un sous-groupe 
d’ordre impair de GL(2, p) et par suite, G/O,(G) est unp’-groupe dont l’exposant 
divise p2- 1. Supposons que C ne contienne pas A; alors, Cc(A)est 
d’ordre p et par consequent, en posant C, = C et si i > 1, Ci = 
on a j Ci-JCi / < p pour tout i > I; dam ce cas, G stab&se un drapeau 
li et par suite, G/O,(G) est isomorphe 1. un sous-groupe de 
une application de ‘u: dans l’ensemble des p’.sous-groupes de G 
satisfaisant k?la condition suivante 
(E) Pour tout couple A, B E ‘$I et tout x E G tels pe A* C B, on a 
W(B) = W(A)z n C(B). 
On note R(G, W) l’ensemble des x E R(G) tels que, pour tout x E G - G,, 
tout w E W((X~)), on ait x(wx) = X(X), et R,(G, W) l’ensemble des elements 
R(G, W) constants sur G,, . Si M est un sous-groupe de G d’ordre divisible par 
p, an note ResM,, W i’application qui B chaque p-sous-groupe non trivial A de M 
t correspondre W(A) n M. On dira que M est un sons-groupe de ta/'-contrble 
G) s’il contient un S,-groupe de G et si, pour tout p-sous-groupe non 
trivial A de M et tout x E G tel que Ax C M, il iste w E W(A) tel que wx E lr/g- 
On note U I’application qui 2 chaque A E fait correspondre G,(C(A)). 
On dira que G verifie (CR) relativement ap si, pottr tout A E ‘& C(A) est p 
resoluble. On dira que G verifie (8) relativement . aucun sons-groupe de G 
n’a d’image isomorphe au produit semi-direct de ( )” par &X(2, p). 
Ees trois lemmes suivants resument les resultats de [6] qui seront utilisCs 
ici; dans leurs demonstrations, nous empruntons la termi~~l~gie t les notations 
de [6]. 
~EMME 1.2. Si G vh$e (CR) et (8) relativement h p, l’~~~~~cat~o~ 9’ s~~s~a~~ 
ri la condition (35) et il existe A E % tel pue lV(A) soit un sous-groupe de Pi’-contrdle. 
Dknonstration. D’apres [3, Th. 14.71, G est p-stable et par suite, en vertu de 
[6, Ch. 11, Th. 11, il existe un element A de ?I qui est C-normal dans ; d’autre 
part, d’apres [6, Ch. VI, Prop. 51, (‘%, U) es unep-loc2litC Q Cpimorphismes et t 
co’incide avec la O*-localit&, et d’apres [6, Ch. VII, Prop. 41, elk est sem%labIe a 
la C-locaiite; par consequent, U satisfait a la condition (E) ci-dessus [6, Ch. VI, 
Prop. l] et N(A) est un sous-groupe de U-controle [S, Ch. VII, Prop. 21. 
Soit 4 un nombre premier difkent de p et posons 7~ = ( p, 21, Supposons que 
p divise l’ordre de G et notons !B l’ensemble des q-sous-groupes non triviaux de 
G et ki I’application qui ?+ chaque B E 93 fait correspondre O,(C(B)). 
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LEMME 1.3. Si G vhi$e (CR) et (S) relativement &p et sip-rang(G) > 3, il 
existe un r-sous-groupe H de G satisfaisant aux conditions suivantes: 
1. On ap-rang(H) > 3 et N(G) est un sous-groupe de U-contr&e. 
2. Tout a-sous-groupe K de G tel que O,(K) E W posside am conjugue’ 
contenu dans N(H). 
Dbmonstration. D’apres [3, Th. 14.71, G estp-stable et en vertu de [6, Ch. VI, 
Prop. 53, G est p-contraint et le couple (9I, U) est la 0*-localit& de G relative 
a p. Nous nous placons maintenant dans le contexte de [6, Ch. VIII]: en vertu 
de la proposition, p satisfait aux conditions (al) et (~2) et comme des Lemmes 1 
et 2 sont demontres sans hypotheses sur q (ce qui est signale avant le Lemme l), 
il suffit de prendre H = PO . Q1 , 
LEMME 1.4. Supposons que G vh@ie (CR) et (S) relativement h p et h q. Si 
6: posskde un sowgroupe H de p- et de q-rang au moins 3 tel que O,(H) f 1, il 
existe un sous-groupe de U- et de V-contro”le M tel que O,(M) # 1. 
Dbmonstration. D’apres [3, Th. 14.71, G est p- et q-stable et en vertu de 
r6, Ch. VI, Prop. 51, G estp- et q-contraint et les couples (CLI, U) et (B, V) sont 
respectivement les 0*-localites de G relatives ap et a q; le Lemme resulte alors 
de la proposition et du Theoreme de [6, Ch. VIII]. 
2. DI~MONSTRATION DU COROLLAIRE 
Posons rr = (p, q}, M = N(Z(J(P))), N = N(Z(J(Q))), et supposons que M 
et N possedent chacun un n-complement normal. Si C est un sous-groupe de 
Z(J(P)) (resp. Z(J(Q))), le quotient NM(C)/CM(C) (resp. NN(C)/CN(C)) est un 
rr-groupe, done d’ordre impair; par consequent, Z(J(P)) (resp. 2(1(Q))) ne 
verifie pas I’assertion (c) de [4, Th. A]; on en deduit aisement que, si A est un 
p-sous-groupe (resp. un q-sous-groupe) de G, N(A)/C(A) est un n-groupe; il 
suffit alors d’appliquer le theoreme. 
3. D~~MONSTRATION DU THJ?OR&ME 
Posons rr = {p, q); I’hypothese “l’ordre de p modulo q est pair” ne sera utilisee 
qu’B partir du Lemme 3.3; en particulier, le Lemme 3.2 reste vrai en Cchangeant 
les roles de p et de q. Supposons que G soit un groupe fini d’ordre minimal 
satisfaisant aux conditions suivantes 
(i) Le groupe G n’admet pas de r-compl&ment normal. 
(ii) Pour tout p- ou q-sous-groupe A de G, N(A)/C(A) est un rr-groupe. 
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Alors, d’apres le Theo&me de Frobenius cite dans l’introduction, l’ordre de G 
est divisible par p et par q. 
Les lettres ‘B, IX’, U, 93, Vgardent le m&me sens qu’au paragraphe I; de 
m&me, on note !B’ l’ensemble des elements de qui ont une Intersection non 
triviale avec au moins un sous-groupe abelien q-Clementaire de G d’ordre q3~ 
Soient P un S,-groupe de 6, Q un S,-groupe de 6, R un S,-groupe de N(P) et 
SunS,-groupedeN(Q);onposeM=P.R,N=Q.S:r=/RIels=IS!. 
LEMME 3.1. Tout sous-groupe propre de G poss2de m rr-com#wat rzormal. 
e plus, G est stimple t vhije (CR) et (S) relativement &p et $: q~ 
~~~o~styatio~. Tout sous-groupe de G satisfait Q 1a condition (ii) et d’apres la 
minimalite de G, tout sous-groupe propre admet un w-complement normai. 
Demontrons que G est simple. En raisonnant par i’absurde, soit Hun Clement 
minimal de l’ensemble des sous-groupes normaux propres et non triviaux de G. 
Alors, H est un groupe abelien p- ou q-Clementaire; en etfet, d’aprb ce qui 
precede, H est ou bien un r’-groupe ou bien un groupe abelien p- ou q-&men- 
take, et comme G/H satisfait B la condition (ii), G/N admet un n-complement 
normal K/H, d’oh il resulte que H n’est pas un n’-groupe (car G n’admet pas de 
n-complement normal). D’aprb la condition (ii), G/C’(H) est done un n-groupe 
et par suite, un ?r-complement normal de C’(H) en est un de 
G = C(H); mais alors K est isomorphe au prod& direct de 
groupe normal de G [5, Th. 6.2.11, et par suite, G admet 
normal, ce qui est exclu. 
Puisque G est simpie, pour tout A E 2l v , C(A) est different de G et par 
suite, admet un n-complement normal; par consequent, G verifr.e (CR) refative- 
ment i p et a q [5, Th. 43.31. En?%, puisque SL(2, p) et SL(2, q) ne sont pas des 
r-groupes, G verifie (S) relativement a p et B q* 
LEMN~E 3.2. (a) L’application U satisfait h .?a condition (E), M est wn sous- 
gmupe de U-contrGle et R est non trivial. 
(b) Si?Pb#W,qdivisep2-1. 
(c) Si rang(P) 3 3, pow tout A E 2$’ tel que A C P, on a 
N(A) = O,f(C(A)) .(N(A) n M) 
et en particulier, M contient un conjugue’ de tout r-sous-groupe M de G teE que 
O,(H) appartieenne ri W. 
(d) Si = W, alors l’ordre de q mod& p est impair, D( 
et tout point jiixe dam Q d’un e’le’ment non trivial de S est point Jixe de S. 
Dhrzonstration. Supposons d’abord que rang(P) < 3; on a alors W = @ et 
seules sont a demontrer les assertions (a) et (b). Selon les Lemmes 3.1 et 1.2, u 
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satisfait a la condition (E) et il existe A E ‘$I tel que N(A) soit un sous-groupe de 
U-controle; alors, N(A) possede un r-complement normal (Lemme 3.1) et 
d’autre part, on a Op(N(A)) = N(A) (car Op(N(A)) = Op(G) n N(A)), d’oh, 
en particulier, O,,,(N(A)) # N(A); 1 i r&&e alors du Lemme 1.1, applique a 
-WA), que 
et que q divise p2 - 1; comme N(A) contient un S,-groupe de G, en remplacant 
A par l’un de ses conjugues, on obtient 
N(A) = O&V(A)) . N,(A) = U(A) . NM(A) [5, Th. 6.3.61, 
on en deduit que R est non trivial et que M est un sous-groupe de U-controle. 
Supposons que rang(P) > 3. D’aprb les Lemmes 3.1, 1.2, et 1.3, U satisfait 
a la condition (E) et il existe un r-sous-groupe non trivial H de G pour lequel 
N(H) est un sous-groupe de U-controle qui contient un conjugue de chaque 
r-sous-groupe K de G tel que O,(K) E ‘W. On a alors q-rang(N(H)) < 3; en 
effet, si q-rang(N(H)) > 3, 1 i existe un sous-groupe de U- et de V-controle L 
tel que O,(L) # 1 (Lemme 1.4); dans ces conditions, d’une part on a Op(L) = 
L = O@(L) (car Op(L) = Op(G) n L et 04(L) = Oa(G) n L) et d’autre part, 
L possede un n-complement normal (Lemme 3.1) ce qui contredit la resolubilite 
des r-groupes, De plus, N(H) possede un n-complement normal (Lemme 3.1) 
et on a Op(N(H)) = N(H); en particulier, q divise l’ordre de N(H). Par con- 
sequent, il r&&e du Lemme 1.1, applique a q et a N(H), que 
N(H) = O,,,W(W) = Q/&W)) Z O,r,,W(H)); 
comme N(N) contient un S,-groupe de G, en remplacant H par I’un de ses 
conjugues, on obtient 
WJ) = O,OVH)) * NM(H) [5, Th. 6.3.61, 
on en deduit que R est non trivial et que M est un sous-groupe de U-controle 
qui contient un conjugue de chaque r-sous-groupe K de G tel que O,(K) E ‘W. 
En particulier, si A est un Clement de W tel que A C B et si B est un S,-groupe 
de U(A), on a N(A) = U(A) . N,(A) t ‘1 e I existe x E G tel que (A . B)” C M; 
de plus, puisque Ax C M, il existe u E U(A) tel que u-ix E M, d’oh il resulte que 
BU C q comme U(A) admet un rr-complement normal (Lemme 3.1), on a done 
N(A) = O&C(A)) * (N(A) n M). 
11 nous reste B demontrer les assertions (b) et (d). Si % # ‘W, il rksulte du 
Lemme 1.1, applique a M, que p2 - 1 est divisible par I’exposant de R, done 
Par 4. 
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Supposons que % = ?I’. Soit A un sous-groupe non trivial de S; d’aprtk (c), 
M contient un conjugue de N,(A); p ar consequent, NJA) est nilpotent et 
N,(A) centrahse C,(A); on en deduit que C,(A) C C,(Z(S)) C Co(S) et par 
suite, C,(A) = C,(S). D Cmontrons maintenant que O(Q) contient C,(s); 
posons Q = Q/O(Q); puisque Q z Co(S) x [QI S] [5, Th. 5.2.3], N admet une 
image isomorphe a C,(s); or, comme N est un sow-groupe de V-controle (a), 
on a G(N) = N; on a done C,(S) C D(Q). Enfin, si l’ordre de 4 modulo p est 
pair, on voit aisement qu’il existe un entier m tel que s divise 4” + 1; comme N 
est un sous-groupe de V-controle (a), il resulte alors de [8, Car. 6]], que G est 
q-resoluble, ce qui contredit le Lemme 3.1. 
Desormais, nous supposons que l’ordre de p module 4 est pair. Quitte a 
modifier notre choix de Q, nous pouvons supposer qu’il contient W. 
LEMME 3.3. (a) Le groupe N est un gro+e de Pmbenius de ~zoyau Q, p est 
infhieur d q et s &vise q - 1. 
(b) On a 58 = W, C,(R) = 1, rang(R) > 2, et en park&er, iE exisfe 
xEW--l}etyEP--(P)telspzcexy =yx* 
~~~O~StYatiQ~. D’apres le Lemme 3.2(d), % # ’ et par suite, p est inferieur 
a 4 (kemme 3.2(b)) et % = %I’ (Lemme 3.2(b)), d ‘&i il r&x&e que S est cyclique 
(Lemme 3.2(d) et [5, Th. 5.3.161) et que l’ordre de p moduls p est impair 
(Lemme 32(d)); en particulier, en vertu du Lemme I.1 apphqui: a 4 et B AT, 
s divise 4 - I (car, si s divise 4 + 1, l’ordre de 4 module p est 2). 
D’aprks le Lemme 3.2(d), N est un groupe de Erobenius de noyau Q si et 
seulement si Co(S) = 1. Supposons que @o(S) + 1 et notons le sous- 
engendre par les conjugues de C,(s) dans Q; comme CO~tiellt 
me 32(d)), D(Q) contient QO; de plus, QO est nor ns N et 
different de [Q, QO], on a QO = [Q, Qs] . C,(S) et S opere sans points fixes sur 
(Q/f&) - (I) (Lemme 32(d)). P ar consequent, N/Q0 est un groupe de Frobenius 
de noyau Q/Q0 et N/[Q, Qo] est une p-extension centrale non scindke de AT/Q0 ~ 
‘autre part, comme Q est non abelien et s divise 4 - 1, on a 
/ Q/D(Q)l 3 42 2 (1 + 292 > 22. 
Comme V satisfait a la condition (E) et N est un sous-groupe de V-contrble 
(Lemme 3.2(a)), il resulte alors de 18, Gor. 41, que G a une image isomorphe a 
N/[Q, QO], ce qui contredit la simplicite de 6. On a done C,(S) = 1. 
Si B est un sous-groupe caracteristique non trivial de R, on a cF(B) = 1. 
En effet, sunposons que C&B) =# 1; puisqne N est un group” de FroSenius et 
nn sow-groupe de V-contritle (Lemme 3.2(a)), on a 
C(B) = V(B) * C,(B) = V(B) ” C,(B) 
et par suite, V(B) contient C,(B); par consequent, comme % = W, si A est un 
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S,-groupe de V(B) normalise par N,(B), M contient un conjugue de A . N,(B) 
(Lemme 3.2(c)); ainsi, il existe x E G tel que 
N,(B)” C P et N,(B)” C R; 
or, comme N,(B) contient No(R), la deuxieme inclusion entraine 1 No(R)/ < / R I, 
d’oti il resulte que 
Q=R=p et N,(B) = s; 
on a done [Sx, Q] C P n Q = 1, ce qui contredit le fait que N soit un groupe 
de Frobenius. 
En particulier, comme R # 1 (Lemme 3.2(a)), on obtient 
C,(R) = 1 = C&&(R)). 
Alors, si R est cyclique, M est un groupe de Frobenius de noyau P; or, comme 
I’ordre de p module 4 est pair, il existe un entier m tel que Y divise pl” + 1; dans 
ces conditions, il resulte de [S, Cor. 61, que G est p-resoluble, ce qui contredit la 
simplicite de G. Ainsi, R n’est pas cyclique; par consequent, il posstde un sous- 
groupe abelien de rang au moins 2 [5, Th. 5.4.101 et il existe x E R - (1) et 
y E P - D(P) tels que xy = yx [5, Th. 5.3.161. 
On note W l’application qui a chaque A E %I fait correspondre O,(C(A)), X 
l’ensemble des caracdres des representations simples de N dont le noyau ne 
contient pas Q et 0 le caracdre Indo,wl o - sl, . 
LEMME 3.4. (a) L’application W satisfait h la condition (E) et M est un 
sous-groupe de W-contrGle. 
(b) 11 extite une isom&ie u de R(N, q) + ZO dans R(G, V) n R(G, W) 
telle que, pow tout x E R(N, q) + Ze et tout x E G, on ait 
1. Six, E Q - Uh 4x>(x) = x(x& 
2. Si xn = 1, O(X)(X) est un entier rationnel, &gal h x( 1) d&s que x appartient 
2 WY 4). 
Dbmonstration. (a) Si A,BE(LT, xEG, et A”CB, on a C(B)CC(A)” et 
comme W(A) (resp. W(B)) coi’ncide avec I’ensemble des rr’-elements de C(A) 
(resp. de C(B)), on a done 
W(B) = W(A)” n C(B). 
D’autre part, d’apres le Lemme 3.3(b), 9I = ?I’ et en particulier, rang(P) > 3; 
il resulte alors du lemme 3.2(c) que, pour tout A E 9I tel que A C P, on a 
U(A) = W(A) . (U(A) n M) et p ar suite, M est un sous-groupe de W-controle 
(Lemme 3.2(a)). 
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(b) Puisque Q n’est pas cyclique (Lemme 3.3(b)) et 2s divise 4 - 1 
(Lemme 3.3(a)), on a 
Comme 6’ satisfait a la condition (E) (L emme 32(a)) et comme N est un sous- 
groupe de V-controle (Lemme 3.2(a)) et un groupe de Frobenius (Lemme 3.3(a)), 
resulte alors de [8, Prop. 31, qu’il existe une isometric u de R(N, q) 
(6, V), dont la restriction a R(N, q) est l’inverse de la restriction d 
R(G, q), et telle que 5(O) soit a valeurs dans Z et nul SW - 6;,,; on en d&hit 
tout de suite que CT satisfait aux conditions B, 2 de 1’Cnon 
Demontrons que l’image de 5 est contenue clans R(G, “IX). Considerons 
d’abord le module o(R(N, q)); soient x E R(N, q), x E G -- G,J , et w E c%>jG 
comme W((x,>) est un 77’-groupe et xnW((x,)) = (.wx)aW((x9>), les ClCments Xg 
et (wx), sont conjugues (par un Clement de W((x,>)) et en particulier, 
or, d’aprks ce qui precede, on a 
on a done ~(x)(x) = +)(wx). P ar consequent, 5(x) appartient a 
En raisonnant par l’absurde, supposons que o(B) n’appartienn 
Si x E X, comme x - (x(l)/s)O E R(N, q), O(X) - (x(1)/s) O(B) appartient a 
R(G, W) et par suite, u(x) n’y appartient pas tan&s que, 
x(1) a(~‘) - x’(l) o(x) appartient a R(G, W). D’autre part, en not 
des entiers p-adiques, on sait qu’il existe un idempotent e, de Z 
R(G, W) = e, . R(G) + P(G) [7: 2%‘ 31, 
en particulier, P(G) contient (1 - eW) . I?(@, W). On en deduit que, pour tout 
ii E x3 5(x)$ @w . R(G) et comme V(X) est de norme 1, que e, Q(X) = 0; ainsi, 
si x, x’ E X, x(l) 0(x’) - x’(1) fs(x) appartient & P(G). Par consequent, en 
choisissant x E R - (13 et y s p> - D(P) tels que xy = yx (Lemme 3.3(b)), on a 
pour tout couple x, X’ E X9 
or-, comme (xy), = x # 1, d’apres La condition 1 demontree ci-dessus, si 
x E X, on a o(x)(xy) = x(x); il existe done un nombre complexe c tel que, 
pour tout j: E X, on ait x(x) = ~(1); 1 i en rest&e tout de suite que c est reel et 
par consequent, tout caractere simple de N est reel sur x, ce qui absurde car N 
est d’ordre impair [5, Th. 43.61. 
Dans Ia suite, (T est une isometric de R(N, 4) + 28 dans j’intersection 
R(G, W) n R(G, Y) satisfaisant aux conditions 1, 2 du Lemme 3.4(b). 
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LEMME 3.5. Pour tout y E P - D(P) et tout x E X tel que x(l) = s, OE a 
I “(X>(Y)I 3 s. 
D~monsiration. Demontrons d’abord que les elements de l’image de u sont 
constants sur P - D(P). Puisque g satisfait B la condition 2 du Lemme 3.4(b), 
les elements de o(R(N, q)) sont constants sur P. Par consequent, il suffit de 
demontrer que, pour tout couple 9, $J de caracteres simples non triviaux de P de 
mCme degre, on a 
en effet, en notant 7i la somme des caracteres simples de P de degrCpi, Res,,,cT(B) 
appartient alors aZlp + J+& 2&; or, si X est un caractere simple de P de degre 1, 
A7,i = vi et par suite, qi est nul sur P - D(P). 
Posons x = (Res,,oa(B), IJZ - #)p; en raisonnant par l’absurde, supposons que 
x f 0. D’aprb le theoreme de reciprocite de Frobenius, en posant p = 
Ind,,,(pl - #), on a x = (Res M,ca(B), P)~ et, comme p est nul sur M,, , p 
appartient a R,(M, Res,,oW) (car R(M, Res,,, W) = R(M)). Puisque W 
satisfait a la condition (E) et Mest un sous-groupe de W-controle (Lemme 3.4(a)), 
il r&&e alors de [7, Th. 63, qu’il existe v E R,(G, W) tel que 
Res,,,v = p et h $2 = (PY b&4; 
en particulier, v est nul sur G,, et, toujours en vertu de [7, Th. 61, 
(u(e), v)o = x et (o(f), v)c = 0, pour tout 5 E R(iV, q) 
car es, &t) = t(1) b); P ar consequent, pour tout x E X, (o(x), v)~ = (x(l)/s)x 
icar z - (x( l)/s)e E R(N, q)). C omme o(X) est un systeme orthonormal de R(G), 
on en deduit que 
et comme o(X) est orthogonal a ~(0); l’egaliti: est impossible; ainsi, / Q l/s est 
inferieur au carre scalaire de p. 
D’autre part, en notant 1, et &, les stabilisateurs respectifs de v et de 9 dans R, 
le car& scalaire de ,U est au plus tgal a 1 I, 1 + [ I& j. Or, le q-groupe R ne fixant 
aucun point dans P - (1) (Lemme 3.3(b)), 1 i ne stabilise aucune classe de 
conjugaison de P autre que (1) et par consequent, il ne fixe aucun caractere 
simple non trivial de P [2, Cor. 91; ainsi, I0 et I, sont des sous-groupes propres 
de R et par suite, / I, 1 + / I$ j < 2(1 Q j/q). On en deduit que I Q l/s < 2(/ Q l/q), 
done que q < 2s, ce qui contredit le Lemme 3.3(a) et I’imparite de s. 
Soit x E X tel que x(l) = s et choisissons x E R - (1) et y E P - D(P) 
tels que xy = yx (Lemme 3.3(b)); p uis . q ue O(X) est constant sur P - D(P), 
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il suffit de demontrer maintenant que j 5(x)( y>l >, s. Soit q un ideal 
l’anneau des entiers d’un corps de nombre contenant les racines 1 
l’unite; puisque xy = yx, on a [l, Lemme 4.2]: 
or, puisque 0 satisfait a la condition 1 du Lemme 3.4(b), I = x(x); on a 
done CT&)( y) = x( 1) (mod q) et comme c+)( y) es un entier rationnel (condition t 
2 du Lemme 3.4(b)), Q divise ~(x)(y) - x(l); p ar consequent, comme x(1-) = s 
et 2s < q (Lemme 3.3(a)), on a j ~(x)(y)] >, S. 
Nous sommes maintenant en mesure d’exhiber une contradiction. Pdotons ED 
(resp~ EC) la reunion des ensembles W((x))x (resp. V((x>fx>, ou x parcomt Ies 
p41Cments (resp. les q-elements) non triviaux de G, et y, (resp. CJJ,J lafonction 
caracteristique d E, (resp. E’,-J; il est clair que 
E, C G,? - G,, et Eq C G - G,,; 
les ensembles E, et E, sont done disjoints et ne contiennent pas 1; par consCcpxnt, 
pour tout x f X, on a 
D’autre part, puisque j G 1 IG est une somme de caracteres induits B par& des 
sous-groupes cycliques de G, il en est. de m&me pour / G i pa et pour / G / ya; 
il est a!ors clair qae / G j yP E R(G, W) et que j G j y, E R(G, V); de pius, 
et yq s’annulent respectivement sur G,, et sur G,,; par consequent, comme 
et N sont respectivement des sous-groupes de W- et de V-contrble (Lemmes 
3.4(a) et 3.2(a)), il resulte de [7, Th. 61 que, pour tout x E X’, on a 
I, en choisissant x parmi Ies induits B N des caracteres imples non triviaux de 
Q de degre 1, 
+p I, I dY)(X)l” 3 (1 - , p,&p)i ) $ (kemme 3.5) 
1 ZEP--(l) 
et comme IS satisfait a la condition 1 du Lemme 3.4(b)), 
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En dkfinitive, on obtient I’inCgalitC suivante 
d’oh il rksulte 
i l - 1 P,:(P), ! s < & G 1, 
ce qui implique s = 1, en contradiction avec le lemme 3.2(a), 
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